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В статье рассматривается формальная 
модель рекурсивных конвейерных про-
цессов. Описываются и иллюстрируют-
ся основные свойства и характеристики 
данного вида процессов. На основании 
данных свойств осуществляется разби-
ение процессов на классы.
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THE MAIN PROPERTIES 
AND CHARACTERISTICS
In the article the formal model of recursive 
conveyor processes is considered. The 
main properties and characteristics of 
this type of processes are described and 
illustrated. Based on these properties split-
ting processes into classes is carried out.
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1. Введение
В рамках теории организации производства [1–3] в свое время были ис-
следованы конвейерные процессы и разработан соответствующий теорети-
ческий аппарат. Он позволял вычислять технические характеристики кон-
вейерных процессов и осуществлять оптимизационные преобразования. К 
основным характеристикам конвейерного процесса относятся его произво-
дительность и связанное с ней время выполнения некоторого объема работ. 
Конвейерный процесс ассоциировался с некоторой производственной тех-
нологической линией серийного, поточного или массового производства. 
Для описания таких процессов достаточно было использования последова-
тельных, параллельных и параллельно-последовательных схем. Серийное, 
массовое и поточное производства разрабатываются с регулярной техноло-
гической структурой. В таких конвейерах отсутствуют переходные процес-
сы и их характеристики описываются аналитическими выражениями.
Модели конвейерных процессов, в той или иной модификации, широ-
ко используются для решения различных прикладных задач. Конвейерные 
процессы существуют не только в производстве, но и в вычислительных 
процессах [3–5]. В настоящее время теория составления производственных 
расписаний воплощается в таких информационных системах как ERP – 
системы управления предприятием, MES – системы управления производс-
твенными процессами и APS – системы составления производственных 
расписаний[6–8]. Практически все известные автору системы используют 
в качестве модели процесса – диаграммы Ганта. В дальнейшем, исходя из 
того или иного дополнительного набора данных используются различные 
эвристические методы составления расписания. 
В статьях [9–11] рассматривается моделирование класса процессов, 
имеющих конвейерную природу. В статье [12] рассматриваются приложе-
ния данной модели к описанию процессов в производстве, теории расписа-
ний и вычислительных процессах. Оно имеет следующие отличия от моде-
ли конвейера в теории организации производства:
1. Процесс описывается не параллельно-последовательной схемой, а 
ациклическим ориентированным графом, вершинами которого могут быть 
функциональные операции или спусковые функции. 
2. Числовые характеристики процесса определяются не аналитически-
ми, а рекуррентными выражениями.
Рекурсивный конвейерный процесс описывается расписанием выполне-
ния операций, в котором время завершения выполнения каждой операции 
вычисляется с помощью рекурсивной функции вида
fk




 n – номер операции конвейера,
 k – номер выполняемого цикла,
 tn – время выполнения операции с номером n,  
 fk
p – время завершения выполнения операции p на k-м цикле,
 p…q –  номера операций непосредственно предшествующих операции 
с номером n,
 R – некоторая рекурсивная функция.
В данной статье осуществляется достаточно формальное и системати-
ческое описание модели конвейерных процессов. Подробно рассматрива-
ются их свойства. Описывается набор характеристик, которые позволяют 
достаточно полно описывать конвейерные процессы, чтобы их использо-
вать для описания реальных процессов, анализировать и оптимизировать 
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их и осуществлять вычисление ха-
рактеристик. Описанный класс мо-
делей характеризуется тем, что для 
него можно в статике с помощью 
структурного анализа вычислить 
основные характеристики: произво-
дительность, время выхода процес-
са в стационарный режим и т.п.
2. Модель конвейера
Ниже приводится формальное 
определение модели рекурсивно-
го конвейерного процесса. Данная 
модель описывает изменение харак-
теристик конвейерного процесса во 
времени.
Конвейером является конечный 
ориентированный связный ацикли-
ческий граф с несколькими началь-
ными вершинами и одной конеч-
ной. A = {a1, a2, …, an} – множество 
вершин графа. Будем считать, что 
{a1, a2, …, am} – множество началь-
ных вершин (1 ≤ m < n), а an – конеч-
ная (или завершающая) вершина. 
Каждая вершина графа относит-
ся к некоторому типу вершин. Тип 
вершины графа, с одной стороны 
связан с некоторым реальным мо-
делируемым объектом, а, с другой 
стороны, определяет вид рекур-
сивной функции, соответствующей 
данной вершине графа. Перечислим 
типы вершин и их смысловое обоз-
начение:
s – простая операция;
l – линейный конвейер;
and – спусковая функция, опре-
деляемая предикатом and;
mul – спусковая функция муль-
типликации операций;
div – спусковая функция редуци-
рования операций;
put – спусковая функция раздачи;
get – спусковая функция приема.
Далее эти функции будут под-
робно описаны. Здесь лишь отме-
тим, что операции типа s и l харак-
теризуются временем выполнения. 
Спусковые функции имеют нулевое 
время выполнения.
Исходя из свойств связного 
ациклического графа каждая вер-
шина графа является завершающей 
для некоторого связного ацикличес-
кого подграфа. Поэтому далее мы 
приведем определения связанные 
с операциями конвейера, которые 
одновременно будут относится к 
конвейеру, для которого данная опе-
рация является завершающей.
1. Определение 1. Номером цик-
ла k (k ≥0) выполнения операции 
конвейера (конвейера) назовем по-
рядковый номер экземпляра выпол-
нения операции в процессе функци-
онирования конвейера. 
Номер цикла не имеет размер-
ности.
Определение 2. Будем считать, 
что фаза начала k-го цикла ai-ой 
операции конвейера (конвейера) 
есть время начала выполнения k-го 
цикла ai-ой операции конвейера 
и будет обозначаться как hi
k, где 
1 ≤ i ≤ n и k ≥ 0.
Определение 3. Будем считать, 
что фаза окончания (или просто 
фаза) k-го цикла ai-ой операции 
конвейера (конвейера) есть время 
окончания выполнения k-го 
цикла ai-ой операции конвейера и 
обозначим ее как fi
k, где 1 ≤ i ≤ n и 
k ≥ 0.
Между фазами начала и оконча-





где ti – время выполнения операции 
ai.
Фазы начала и окончания вы-
полнения операции имеют размер-
ность единицы времени.
Определение 4. Интервалом 
k-го цикла ai-ой операции конвейера 
(конвейера) di
k (для k ≥ 1) назовем 
продолжительность времени между 
моментами окончаний ai-й опера-





Интервал операции определяет 
отрезок времени между моментами 
завершений выполнения этой опе-
рации в соседних циклах.
Определим функцию pred(ai) 
для ai  A, вычисляющую множес-
тво вершин графа, непосредственно 
предшествующих вершине ai, т.е.
pred(ai) = 
= {aj|1 ≤ i, j ≤ n и (aj, ai)  E}
3. Описание конвейерных 
процессов с помощью 
рекурсивных функций
В данном разделе будут описаны 
типы вершин конвейера и связанное 
с ними рекурсивное определение 
временных процессов. Описание 
будет представлено в трех разделах:
1) Графическое представление 
операции и соответствующая при-
кладная интерпретация.
2) Пример временной диаграм-
мы с использованием данного типа 
операции.
3) Рекурсивное определение 
значения фазы операции в зависи-
мости от характеристики операции 
и значения фаз предшествующих 
операций. 
Каждая операция представлена 
с входной дугой, если она есть (т.е. 
вершина не начальная) и выходной. 
С каждой входной дугой связано 
значение фазы предшествующей 
операции, если дуга выходная, то 
значение фазы данной операции. 
Значение фазы определяется для 
некоторого k-го цикла выполнения 
операции. Предполагается, что кон-
вейер начинает функционирование 
в момент времени равный нулю.
Простая операция
ai(ti)
Простая операция ai ассоцииру-
ется с некоторой производственной 
операцией реального конвейера и 
характеризуется временем выполне-
ния ti, которое является постоянным.
Если операция является началь-
ной (i ≤ m), то она имеет только вы-
ходную дугу
ai(ti) fik
В этом случае рекурсивные фор-
мулы для вычисления фазы опера-
ции выглядят следующим образом
fi
0 = ti для (1 ≤ i ≤ m);
fi
k = fi
k–1 + ti для (1 ≤ i ≤ m, k ≥ 1).
Если операция не является на-
чальной
ai(ti)fjk fik
То зависимость фазы операции 








k–1) + ti 
для (i > m, k ≥ 1).
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На рис. 1 представлена времен-



















Рис. 1.  Временная диаграмма 
конвейера из двух операций
Линейный конвейер
ai(Fi;ti)
Линейный конвейер отличается 
от простой операции тем, что у него 
задается фаза нулевого цикла Fi.
Если операция является начальной
ai(Fi;ti) fik
то значение фазы вычисляется по 
следующим формулам
fi
0 = Fi для (1 ≤ i ≤ m);
fi
k = fi
k–1 + ti для (1 ≤ i ≤ m и k ≥ 1).










k–1) + ti 
для (i > m, k ≥ 1).
На рис. 2 представлена времен-



















Рис. 2. Временна я диаграмма 
конвейера, состоящего из двух 
линейных конвейеров
Спусковая функция – 
логическое and
Данная спусковая функция за-
пускает выполнение k-го цикла сле-
дующей за ней операции после того 
как завершится выполнение k-го 










для (i > m и k ≥ 0).
Пример временной диаграммы 
конвейера со спусковой функцией 























Рис. 3. Временная ди аграмма 
конвейера со спусковой функцией 
and
Спусковая функция повторения 
операций mul
Данная спусковая функция осу-
ществляет многократный запуск 
последующей за ней операции на 
однократное завершение предшес-
твующей операции. Количество 
запусков указывается в функции и 




l, где l = [k/q] 
для (i > m; k, l ≥ 0; q ≥ 1)
На рис. 4 представлен пример 
конвейера с использованием функ-
ции mul и временная диаграмма.
Редукция повторения 
операций div
Данная спусковая функция об-
ратная к предыдущей. Она запуска-
ет выполнение последующей за ней 
операции после нескольких выпол-
нений предшествующей. Количест-
во выполнений является константой 




l, где l = (k + 1) * q – 1 
















Рис. 4. Временная диаграм ма для 
конвейера с функцией mul
На рис. 5 представлен пример 
конвейера с использованием функ-















Рис. 5. Временная диаграмм а 
конвейера со спусковой функцией 
DIV
Функция раздачи get
Данная функция по четным цик-
лам запускает верхнюю операцию i, 
а по нечетным операцию j. Функция 






Данную функцию удобно пред-
ставить в виде двух.
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l, где l = 2 * k




l, где l = 2 * k + 1
для (i > m, k ≥ 0).
На рис. 6 представлен пример 
конвейера с использованием функ-























Рис. 6. Временная диаграмма 
конв ейера с спусковой функцией get
Функция приема put
Функция приема является об-
ратной к функции раздачи. Она сли-
вает два потока в один, принимая 
управление то с верхнего потока, 
то с нижнего. Данная функция ими-














где m = (k – 1)/2;




l), где l = k/2.
На Рис. 7 представлен пример 
модели конвейера с спусковой фун-





















Рис. 7. Временная диаграмма 
конвейера с спусковой функцией put
Определение. Будем называть 
словом операция простую опера-
цию или линейный конвейер. Ос-
тальные объекты будут относится к 
классу спусковые функции.
4. Свойства и характеристики 
рекурсивного конвейерного 
процесса
В данном разделе рассмотрим 
основные свойства рекурсивного 
конвейерного процесса. Эти знания 
позволят вычислять характеристи-
ки процессов данного класса. 
Свойство 1. Для каждой опера-
ции конвейера функция фазы этой 
операции является монотонной 
функцией, т.е. для любой операции 
i(1 ≤ i ≤ n ) и для любого номера 





Данное свойство вытекает не-
посредственно из определения ре-
курсивных функций для всех типов 
операций.
Определение. Дискретная функ-
ция R(k) будем называть линейной, 
если множество ее значений лежит 
на некоторой прямой.
Свойство 2. Фаза простой опе-
рации и линейного конвейера явля-
ются линейными функциями. 
Рассмотрим линейный конвейер, 
т.к. простая операция является час-
тным случаем. Пусть у нас имеется 
линейный конвейер
L(F;d)
Временная диаграмма для дан-
ного конвейера будет иметь вид, 
представленный на рис. 8. Очевид-
но, что формулу для вычисления 
фазы конвейера L и номера цикла 
k можно представить следующим 
образом
fL








Рис. 8. Врем енная диаграмма 
линейного конвейера
Свойство 2. Операции кон-
вейера, в общем случае, могут вы-
полняться с разной частотой. Рас-
смотрение примера с некоторыми 
спусковыми функциями приводит к 
понятию частоты выполнения опе-
рации. Так в примере на Рис. 4 вид-
но, что на каждое выполнение опе-
рации a приходится 2 выполнения 
операции b. Если на оси нумераций 
цикла для каждой операции ввести 
отдельную шкалу, как это представ-
лено на Рис. 9, то масштабы этих 
шкал демонстрируют разность час-
тот.
mul(2)a(3) b(1)















Номер цикла Операции b
0 1 2 3 4
Рис. 9. Введе ние понятия частоты 
операции
Еще один пример выполнения 
операций с разной частотой в кон-
вейере при использовании функции 
put (см. рис. 7) представлен на рис. 10.
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Номер цикла Операции a
5
0 1 2
Номер цикла Операции c0 1 2 3 4
Номер цикла Операции b0 1 2
Рис. 10. Выпо лнение операций 
с разной частотой в конвейере с 
функцией put
В физическом смысле частота 
определяется как количество коле-
баний (периодов) в единицу вре-
мени. В данном случае речь идет о 
том – сколько раз выполнится одна 
операция, пока другая выполнится 
один раз и частота является безраз-
мерной величиной, т.к. номер цикла 
является безразмерной величиной. 
Однако, если ввести понятие вре-
мени выполнения цикла, то коли-
чество колебаний будет измеряться 
в единицу времени. Поэтому будем 
называть – кратность выполнения 
операции, если по оси x отложена 
нумерация циклов и частота вы-
полнения операции, если по оси x 
отложено время. В том случае, ког-
да не важно, что отложено по оси x 
будем называть частота, как более 
естественное понятие. Для опреде-
ленности будем кратность некото-
рой операции в конвейере полагать 
равной 1, а остальные кратности 
вычислять относительно нее. 
Свойство 3. Интервал di
k кон-
вейера, содержащего только опера-
ции и спусковые функции типа mul, 
при изменении k от 0 до ∞, в общем 
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Рис. 11. Графики интервалов 
операций
Продемонстрируем данное 
свойство на примере. Так на рис. 9 
приведен пример конвейера и его 
временной диаграммы. Графики 
интервалов операций a и b пред-
ставлены на рис. 11. Из графиков 
видно, что интервал операции a 
постоянный и равен 3, а интервал 
операции b является периодической 
функцией.
Приведем еще один более слож-
ный пример. На рис. 12 представлен 
конвейер и его временная диаграм-
ма. Пунктирной ломаной прямой 
показан график изменения фазы 
конвейера, а на Рис. 13 представле-
ны графики интервалов операций 
данного конвейера. Период колеба-
ния интервала операции c обозна-
чен отрезками AB – первый период 
и BC – второй период. 
Анализируя рассмотренные диа-
граммы, приходим к выводу, что 
можно говорить о частоте выпол-
нения операции, о периоде колеба-
ния интервала операции (частоте 
колебания интервала операции) и 
об амплитуде колебания интервала 
операции. Введем обозначения для 
данных величин в предположении, 
что i определяет номер операции 
конвейе
 обозначим частоту (крат-
ность) колебания операции i как ωi; обозначим частоту колебания 
интервала операции i как Ωi; обозначим амплитуду колеба-
ния интервала операции i как Di.
В качестве амплитуды колебания 
интервала удобно рассматривать 
сумму приращений интервала за 
период. Например, в соответствии с 
диаграммой на рис. 13 Dc = 10.
Если функция является перио-
дической, то можно говорить о пе-
риоде колебаний. В данном случае 
период измеряется не в единицах 
времени, а в количестве циклов. 
Каждую операцию на рис. 13 следу-
ет рассматривать в масштабе ее ну-
мерации циклов, в этом случае пе-
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Рис. 12. Пример конвейера и его временной диаграммы
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риод колебаний операции a равен 1,
операции b равен 3, а операции c ра-
вен 6. Так как конвейер завершается 
операцией c, то период колебаний 
конвейера равен 6.
Проводя аналогичные рассужде-
ния относительно спусковой функ-
ции div(q) можно прийти к выводу, 
что она приводит к понижению 
кратности выполнения операции в 
q раз. Так на рис. 5 видно, что если 
положить кратность операции a 
равной 2, то кратность операции b 
будет равна 1. В свою очередь фун-
кция put в 2 раза повышает крат-
ность, а функция get в 2 раза пони-
жает.
Опишем алгоритм вычисления 
кратности i-й операции конвейера, 
на основе отношений между верши-
нами конвейера.
Если 1 ≤ i ≤ m, то ωi = 1, где m – 
количество начальных вершин  кон-
вейера.
Для i > m
если aj → mul(q) → ai , то ωi = qωj,
если aj → div(q) → ai , то ωi = ωj/q,
если aj → put → ai , то ωi = 2 ∙ ωj,
если aj → get → ai , то ωi = ωj/2,
если aj → and → ai , то ωi =ωj,
если aj → ai, то ωi = ωj.
Поскольку q является поло-
жительным целым числом и при 
вычислении частоты функции div 
осуществляется деление на q, то 
кратность в общем случае является 
рациональным числом, т.е. предста-
вимым в виде дроби p/q, где p и q 
целые положительные числа боль-
ше нуля. Кратность выполнения 
операции a будем обозначать как 
ωa.
Свойство 4. Пусть для некото-
рых операций ai и aj существует от-
ношение aj → mul(q) → ai, если ωi – 
частота, а di – время выполнения 
операции i, соответственно ωj, dj – 
частота и время выполнения опера-
ции j, то условием возникновения 
колебания интервала операции i яв-
ляется следующее отношение
dj > q ∙ di, при q > 1.
Определим условие, при кото-
ром возникает колебание интервала 
конвейера. Рассмотрим пример кон-
вейера
)1d(1 q )2d(2
где q > 1. Положим для определен-
ности q равным 4, тогда изменения 
фаз двух операций могут проис-
ходить следующими вариантами, 
представленными на рис. 14.
В случае вариантов (а и (б коле-
бания не возникают, а в случае (в 
возникают, т.к. нарушается линей-
ность изменения фазы операции 
2. Это определяется отношением 
«скоростей» увеличения фаз опе-
раций, которые, в свою очередь, 
определяются величиной углов 
α = ABC (для операции b) и 
β = DEF ( для операции a). Ва-
рианты а) и б) не приводят к воз-
ник-новению колебаний, т.к. угол α 
больше (вариант а) либо равен (ва-
риант б) углу β. В случае варианта 
в) возникают колебания. Следова-
тельно, условием возникновения 
колебаний является отношение
α < β или tgα < tgβ, при ω2 > ω1.
Пусть Т = 1/ω период колебания, 
как величина обратная частоте. В 
этом случае 
tgα = d2 / T2 = d2 ∙ ω2,
соответственно
tgβ = d1 / T1 = d1 ∙ ω1
и получаем условие возникновения 
колебаний в виде отношения
d1 ∙ ω1 > d2 ∙ ω2, при ω2 > ω1.
Учитывая, что ω2 = q ∙ ω1, окон-
чательно получаем
d1 > q ∙ d2, при q > 1.
Свойство 5. Пусть ai и aj две 
операции конвейера такие, что 
aj → mul → ai или aj → div → ai. 
Пусть Ωj – частота колебаний ин-
тервала операции aj и ωi – частота 
операции ai. Соответственно опре-
делим периоды Tj =1/Ωj и Ti =1/ωi,
b
Номер цикла Операции a0 1 2
Номер цикла Операции c0 5 10
Номер цикла Операции b0 2 51 3 4 6















































Рис. 14. Варианты изменения фаз двух операций
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где Tj, Ti – рациональные числа. 
Можно показать, что период коле-
баний интервала операции ai, если 
выполняются условия колебания, 
будет равен
T = нокр(Tj, Ti)
где нокр(r1, r2) – функция, вычисля-
ющая наименьшее общее кратное 
рациональных чисел r1 и r2. 
В теории чисел функция нок – 
наименьшее общее кратное двух 
чисел определена для целых чисел. 
Так как у нас периоды являются 
рациональными числами, то опре-
делим ее для рациональных чисел 
как функцию нокр(n/m, p/q), где n, 
m, p, q целые числа. В этом случае 
N = нокр(n/m, p/q) может быть раци-
ональным числом и является мини-
мальным числом, на которое числа 
n/m и p/q делятся без остатка. Ина-
че N = k * n/m и N = l * p/q, где k и 
l – целые числа. Данную функцию 
можно выразить через функцию для 
целых чисел, следующим образом
нокр(n/m, p/q) = нок(nq, pm)/qm.
Подставив в формулу выраже-
ния периодов через частоты, полу-
чим формулу для частоты колеба-











При выполнении условия воз-
никновения колебаний операции ai.
Определение. Назовем конвейер-
ный процесс после некоторого 
цикла ks стационарным, если для 
любого k ≥ ks интервал конвейера 
di
k является константой или пери-
одической функцией. В противном 
случае процесс будем называть пе-
реходным.
Переходной процесс порождает, 
например, спусковая функция and. 
На рис. 3 показан пример диаграм-
мы, в которой интервал конвейера 
сначала равен 1 (для k = 1), а потом 
2 (для k > 1). Очевидно, что коли-
чество изменений величины ин-
тервала не превосходит количества 
операций конвейера, а следователь-
но конечно.
Свойство 6. Конвейерный про-
цесс, в общем случае, сначала явля-
ется переходным процессом, а потом, 
начиная с некоторого номера цикла 
ks переходит в стационарный. Ста-
ционарный процесс, в общем случае, 
представляет собой колебательный 
процесс, т.е. описывается периоди-
ческой функцией (см. рис. 15). 
Чтобы доказать данное свойство 
необходимо провести доказатель-
ство методом математической ин-
дукции для каждого типа операции. 
Нужно показать, что у всех опера-
ций на выходе интервал либо кон-
станта, либо периодическая функ-
ция. Опишем общую схему доказа-
тельства в три этапа. 
1. Начальные операции конвейе-
ра – это либо простые операции, 
либо линейные конвейеры. Для 
них выше было показано, что фаза 
изменяется по линейному закону и 
интервал является константой.
2. Рассмотрим два случая – 
унарной и бинарной операции:
a. Предположим, что у некото-
рой операции ai интервал dj
k пред-
шествующей операции aj 
fjk fikai
является константой или периоди-
ческой функцией. 






бинации типов интервалов на выхо-
де (3 варианта).
3. В этом случае интервал опе-
рации ai будет являться константой 
или периодической функцией.
Если рассмотреть каждый ва-
риант, то можно убедиться, что 
при любой комбинации операций и 
спусковых функций на выходе ин-
тервал будет либо константой, либо 
периодической функцией.
В зависимости от наличия или 
отсутствия переходного процесса и 
колебаний в стационарном режиме 
конвейеры разбиваются на следую-
щие классы:
1. Конвейер с наличием пере-
ходного процесса и стационарных 
колебаний – класс 11.
2. Конвейер с наличием переход-
ного процесса и отсутствием стаци-
онарных колебаний – класс 10.
3. Конвейер с отсутствием пере-
ходного процесса и наличием ста-
ционарных колебаний – класс 01.
4. Конвейер с отсутствием пере-
ходного процесса и отсутствием ста-
ционарных колебаний – класс 00.
Утверждение. Любой конвейер 
может быть преобразован в конвейер 
класса 00, у которого нет переходно-
го процесса, и в стационарном про-
цессе отсутствуют колебания. Это 
достигается, как правило, за счет 
ухудшения временных характерис-
тик конвейера. Интервал такого кон-
вейера есть величина постоянная.
Заключение
Модель рекурсивного конвейер-
ного процесса как формальная сис-
тема позволяет описывать более 
широкое множество процессов, в 
сравнении с параллельно-последо-
вательными схемами и диаграмма-
ми Ганта. Рассмотренные свойства 
рекурсивных конвейерных процес-
сов позволяют строить эффектив-
ные алгоритмы вычислений харак-
теристик процесса [11, 13, 14]. 
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Рис. 15. Общий вид графика изменения интервала конвейерного процесса
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